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非線形純投資関数の推定 
 
石 山 健 一∗ 
 
要旨 
かつて、Kalecki は投資を事前の投資と事後の投資に分けて考えることの重要性を指摘した。この
論文では、Chang and Smyth によって明確に示された持続可能な内生的循環の条件を日本経済が満た
しているかどうか、すなわち、日本経済における事前投資関数または事前貯蓄関数が非線形である
かどうかが議論される。さらに、時系列データから純投資関数を特定化し、そのパラメータ推定方
法についても考察している。 
キーワード：マクロ経済動学、非線形回帰、Kaldor モデル 
１．はじめに 
景気循環はマクロ経済学の中心的課題のひとつである。本研究でわれわれは、景気循環を説明す
る動学モデルとして 1940 年代から 1950 年代にかけて提示された非線形マクロ経済動学モデル 1）、
例えば、Kaldor（1940）、Hicks（1950）、Goodwin（1951）などが、今なお景気循環に関する多くの
理論研究において要となっている事実に着目する。この事実は、裏を返せば、筆者の知る限りにお
いて、これらに匹敵する非線形動学モデルが長い間現れていないことを意味する。その理由として、
経済学全体としては、非線形モデルではなく線形モデルによる経済時系列データの説明に、より強
い関心があったことが挙げられよう。ただし、非線形ではなく線形の動学方程式が考察や分析の対
象となったのは、例えば Pesaran and Potter（1992）が指摘しているように、主として、その簡単さ
によるところが大きい。 
1980 年代に入り、非常に簡単な非線形動学方程式が非対称で複雑な循環的変動を生み出すこと、
すなわち、カオス的振る舞い 2）の存在が知られるようになると、マクロ経済の時系列データが確率
的なショックの影響を強く受けているのか、あるいは決定論的な非線形動学方程式によって支配さ
れているのかという二者択一的な問題が持ち上がり、これが実証研究の重要なテーマのひとつとな
った。そして、Brock and Sayers（1988）などがマクロ指標の変動における非線形性の存在を指摘し
たこともあり、複雑な景気変動を再現できる非線形経済動学モデルの構築や拡張が応用可能性の高
い研究分野として改めて注目されるようになったのである。 
ところで、非線形動学分析においては、コンピュータを用いた数値解析が主たる分析道具になっ
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ている。Kaldor（1940）に関しては、現在までに様々な拡張モデルが数多く提示されているが、モ
デル方程式を数値解析する際に行う非線形関数の特定化については、それが分析結果を左右する可
能性が高いにも関わらず、ほとんど天下り的に行われているのが現状である 3）。その理由として、
ひとつには、Klein（1962）や Klein and Preston（1969）といった先行研究が既にあり、Kaldor（1940）
の非線形モデルに対する妥当性検証にある程度の目処がついていること、また、他方では、非線形
動学モデルに関する数値解析はあくまでも数値実験の例示に過ぎず、現実とのつながりをあまり意
識していないことなどが考えられる。 
しかしながら、Klein（1962）や Klein and Preston（1969）での議論は特定の非線形関数の型を前
提としたものであり、非線形関数の多様性からすれば、現実のデータを元にある程度絞ったとして
も、まだ多くの議論の余地が残されているはずである。最近の例としては、Yan and Shi（2011）が、
Hicks（1950）の区分線形投資関数を 3 次関数に置換した Puu and Sushko（2004）の非線形加速度乗
数モデルについて中国経済のデータを適用してパラメータを推定しているが、その研究の動機とし
て、現実のデータを用いた非線形動学方程式の推定や、特定の地域や国の景気循環の動学的特性に
関する分析に関する結果がこれまでほとんど報告されていないことを挙げている。 
モデル現象の解析はモデルがある程度の現実妥当性を持っていてこそ価値があるのであり、興味
深い振る舞いを生み出すために恣意的に関数を特定化してしまっては意味がない。このことを踏ま
え、本論文では、Kaldor の示した持続可能な内生的循環の条件と深くかかわる投資関数と貯蓄関数
の非線形性について、1980 年以降の日本のマクロデータを例に挙げて検証する。投資関数が非線形
である可能性については、Puu and Sushko（2004）が指摘しているように、政府の反循環的な公共投
資が重要な役割を果たしていることが考えられる。そこで、われわれは、公共投資を含めた純投資
と経済活動水準の関連性を分析する。 
もし投資計画が常に実現しているとすれば、資本ストックの純増である純投資によって事前投資
関数を把握することが可能である。また、もし、純投資が貯蓄によって決まっているのであれば、
その場合のわれわれは、貯蓄関数の非線形性について検証していることになる。経済学者の間には、
資本ストックの増分を決める要因は、投資需要、貯蓄、あるいは両者の加重平均である等、様々な
考え方がある 4）。Kaldor の示した持続可能な内生的循環は、事前投資関数または事前貯蓄関数のい
ずれかが貯蓄の 3 次関数のような非線形であることであるから、われわれは、純投資がそれらの一
方もしくは両者の線形結合であると仮定して、現実に観測される純投資を通じて Kaldor 条件が満た
されているかどうかを確認する。 
本論文の構成は次のようになっている。第 2 節では、基本的アイデアを Kaldor（1940）が提示し
Chang and Smyth（1971）が再定式化した非線形マクロ経済動学モデルを簡単に紹介する。第 3 節で
は、Klein（1962）および Klein and Preston（1969）の推定について少し言及した後、独自の方法で
1980 年代以降の日本のマクロデータを分析し、Kaldor（1940）に基づく説明がこの時系列データに
対して可能であるかどうかを議論する。得られた結果は第 4 節にまとめられる。 
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２．非線形景気循環モデル 
ここでは、基本的なアイデアが Kaldor（1940）によって提示され、Chang and Smyth（1971）によ
って再定式化された景気循環モデルを簡単に概括する。Kaldor 型景気循環モデルに関する詳細な解
説については、例えば Lorenz（1993）や小野（1999）を参照されたい。 
はじめに、事前の純投資（すなわち資本減耗を考慮に入れた正味の投資計画）と事前の貯蓄が所
得と資本ストックの水準によって決定されると仮定する 5）。 
( )KYII ,= 、 （1） 
( )KYSS ,= 。 （2） 
ここで、I は純投資、S は貯蓄、Y は純所得、K は資本ストックを表すものとする。純所得は Kaldor
（1940）で引数とされていた経済活動水準の代理変数である。経済活動水準の上昇、つまり、純所
得の変化は事前の投資と事前の貯蓄の差で表される超過需要に依存すると仮定する。すなわち、 
( ) ( )[ ]KYSKYI
dt
dY ,, −=α 。 （3） 
パラメータα はマクロ的需給ギャップの調整速度を表す。投資計画が常に実現すると仮定すれば、
（3）に次の式が加わる。 
( )KYI
dt
dK ,= 。 （4） 
貯蓄計画が投資の実現を決定すると仮定するなら、（4）の代わりに次の式が考えられる。 
( )KYS
dt
dK ,= 。 （5） 
連立微分方程式系（3）、（4）、あるいは（3）、（5）は、関数の形次第で、経済学的に意味のある安
定な周期解を持ち得る。ただし、それを Kaldor 型の景気循環モデルと呼ぶには、2 つの関数につい
ての仮定がもう少し必要である。また、現実に観測されるような不規則な循環まで再現するために
は、モデルを一般化して内生変数を追加するか、あるいは、差分方程式に修正する必要がある。 
資本ストックが一定という状況下での Kaldor モデルの事前投資関数、事前貯蓄関数の特徴を描写
すれば、図 1 のようになる。図の横軸は国民純所得、縦軸は投資および貯蓄を意味する。投資関数
がこのように、いわゆる S 字型となる理由を、Kaldor の挙げた根拠として森田（1993）は次のよう
にまとめている。 
「経済活動水準がきわめて低調なとき、つまり国民所得がごく低い水準にあるときには大きな遊
休設備が存在し、経済活動が少々高まったぐらいでは投資は誘発されない。また逆に経済活動水
準が非常に高い場合には、建設費用の増加・借り入れコストの上昇によって、企業の投資意欲が
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そがれ投資の足を引っ張る。こうした理由によって投資関数は国民所得の変化に対して S 字形の
反応を示す。」（森田 1993、pp.268–269） 
この根拠の是非について考察した上で、森田（1993）は不確実性下での経済主体の行動とその確率
分布から、Kaldor と同様の S 字型投資関数を導出している。 
1980 年代以降は、行動方程式の一般化によって現実の複雑な変動に近い振る舞いを示すマクロ動
学モデルが多く提示される一方で、動学的最適化問題から投資関数を導出する研究も始まっており、
森田（1993）はマクロ経済動学モデルのミクロ的基礎付けという点において非常に興味深い。しか
し、本論文ではこの点には深く立ち入らず、あくまでもデータからどのような動学方程式が引き出
されるかを議論する。特にわれわれが着目するのは、政府による公共投資である。Puu and Sushko
（2004）においては、投資関数が所得の増分の 3 次関数である理由として、政府による反循環的な
投資支出を挙げていた。われわれも、これを踏襲し、 I を公共投資を含めた純投資と考えることに
よって、それが純所得Y の非線形関数となりうるのではないか、と予想する。Puu and Sushko（2004）
や石山（2011）が例示しているように、高次の非線形性をもつ動学方程式は非常に興味深い経済変
動を再現することができる。次節では、1981 年から 2009 年までの日本のマクロ経済データを用い
て、投資関数あるいは貯蓄関数が非線形であるか否か、また、非線形性を有するとすれば、それが
どのようなものであるかを推定する。 
 
 
図 1：非線形の貯蓄関数・投資関数 
３．純投資関数の推定 
前節で図示した Kaldor の S 字型関数について、Klein（1962）は 1947 年から 1952 年のアメリカ
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合衆国経済のマクロデータ 6）を、Klein and Preston（1969）は戦後の英国の時系列データ 7）を用い
てそれぞれ推定している。Klein（1962）によると、前期末資本 1 単位あたりの投資は前期の可処分
所得と前々期末の資本の比の 1 次式で、1 人当たり貯蓄については 1 人当たり可処分所得の 3 次の
モーメントで説明される。また、Klein and Preston（1969）では、貯蓄は所得からロジスティック型
の消費関数を差し引いたものとして表され、公共投資と民間投資の和は所得とラグ付資本ストック
の 1 次関数がフィットするとされている。こうした先行研究に対し、われわれは、日本の最新のデ
ータを使って、投資関数あるいは貯蓄関数が非線形であるか否か、また、非線形性を有するとすれ
ば、それがどのようなものであるかを推定する。 
表 1 は 1981 年から 2009 年までの純投資と国民純所得に関する時系列データである。データの作
成にあたっては、はじめに、「国民経済計算」（内閣府 2011）から有形固定資産 8）の前年末から今
年末にかけての増分を今期の純投資として推計し、今期の総固定資本形成 9）から純投資を差し引い
たものを固定資本減耗 10）として把握した。国民純所得については、国民総所得 11）から固定資本減
耗を差し引いて求めている。数値はいずれも 2000 年で基準化した実質値である。 
図 2 は、横軸に時間（単位：年）、縦軸に金額（単位：兆円）をとって、表 1 のデータをプロット
したものである。国民純所得に関しては増加の傾向がみられ、純投資については、やや右下がりに
近い横ばい状態であることがわかる 12）。純投資と国民所得の間に相関関係があるかどうかについて
は、この図から判断することは難しい。そこで、この 2 変量データについて、散布図（図 3）を描
いた。図 3 の横軸は国民所得（前期）、縦軸は純投資（今期）である。この図は、純投資と国民所得
の間に非線形の関係があることを示唆している。 
 
表 1：純投資と国民所得の変動 
暦年 純投資 国民所得 暦年 純投資 国民所得 暦年 純投資 国民所得
1981 28 258 1991 48 383 2001 10 397 
1982 26 266 1992 41 385 2002 3 397 
1983 23 273 1993 35 384 2003 2 404 
1984 23 282 1994 32 387 2004 2 416 
1985 25 296 1995 22 383 2005 4 424 
1986 28 310 1996 33 400 2006 3 431 
1987 32 323 1997 30 403 2007 0 448 
1988 41 344 1998 18 392 2008 –5 438 
1989 45 359 1999 15 388 2009 –18 423 
1990 51 375 2000 14 397    
（単位：兆円） 
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図 2：時系列（国民所得と純投資） 
 
 
図 3：散布図（国民所得と純投資） 
 
純所得の動きを国民所得の多項式で説明することを想定して表1および図2を再度眺めてみると、
説明変数間に強い正の相関が生じる可能性が高いことが伺える。よく知られているように、説明変
数間の相関関係は多重共線性の問題、つまり、データのわずかな違いが推定結果に大きく影響して
しまうという問題を引き起こす。これについては、後程、議論する。 
「国民経済計算年報」から得られたデータに対して幾つかの関数形をテストした結果、資本スト
ックに関してはラグ付きの線形、所得に関してはラグ付きの 3 次の非線形が最も妥当性の高い関数
形であるという暫定的な結論に達した。そこで、われわれは次の計量経済モデルを仮定する。 
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モデル： 
ttkttt KYYI εββββ ++++= −−− 1313110 。 （6） 
ここで、 tI は第 t 期における事後の純投資とする。それは、第 1−t 期末の資本ストック 1−tK を第 t 期
末に tK まで増大させる量である。また、 1−tY は第 1−t 期の期間における国民純所得を表す。 tε は
誤差項であり、互いに独立に平均ゼロ、分散共通の正規分布に従うと仮定する。母回帰係数 0β 、 1β 、
3β 、 kβ およびすべての説明変数は非確率的であるとする。 
モデル（6）に対し、通常の最小 2 乗法から、次の推定結果が得られる 13）。 
( ) ( ) ( ) ( )
037.1..8808.0
018.0404.0161.0035.0
124.0663.3668.1287.0ˆ
2
1
3
11
==
−−+−= −−−
WDR
KYYI tttt
 （7） 
推計に際しては、係数の大きさを直感的に把握しやすくするため各変数の単位を 1 兆円から 1 京円
に変更した。推計結果（7）における括弧内の数値は対応する標本偏回帰係数の標準誤差を表す。い
ずれも P 値は非常に低く、有意水準 1％ですべての係数が有意である。Durbin-Watson 統計量に関し
て、1.037 という値に対しては、帰無仮説「1 期前の誤差との自己相関がない」に対し有意水準 1％
の検定で判断保留という結果になる 14）。自由度修正済決定係数の数値の高さは、図 3 を見る限り、
線形関数を仮定した場合と比べるまでもない。この結果から現実の 1980 年代以降の日本における純
投資の変動が（6）によって説明できるといえるだろうか。 
ここで、計量経済モデル（6）の仮定の妥当性と、誤差項を除外した理論モデルの特定化の問題に
ついて考察しよう。モデル（6）については、いくつか欠点が存在する。誤差項の独立性や分散の均
一性はモデルの簡単化のための仮定であり、現実妥当性は低いと考えられる。さらに、先にも述べ
たように、この関数特定化の最大の問題は説明変数間の相関の強さにある。図 2 にみられるように
経済は右肩上がりで成長しているため、時間変数を介して tY と tK の間には強い正の相関関係があ
る。この状況で上のように最小 2 乗法を適用することは、データに基づいて描かれたほとんど平行
な 2 本の直線の交点を求めることに等しく、わずかにデータが変わっただけで、直線の交点の位置、
つまり、標本回帰係数ベクトルは大きく影響を受けてしまう。 
この問題を回避する最も簡単な方法は、説明変数の候補を入念に調べ、相関関係の強いものを排
除するというものだが、これでは、所得の多項式が主として投資を決定する（6）のようなモデルを
取り扱うことができない。だからといって、共線性の問題を無視して推定を実行すれば、データの
わずかな違いが推定結果を大きく左右することになってしまう。そこで、われわれは次のように考
える。 
はじめに、通常の最小 2 乗法で求めた標本偏回帰係数（最小 2 乗推定量）を真の値の初期推定量
とする。われわれのモデルでは、所与の 0Y 、 0K に対し、純投資 1I の予測値 
0
3
030101
ˆˆˆˆˆ KYYI kββββ +++=  （8） 
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が求められる。観測値と予測値の差が残差である。そして、 1ˆI と 0K から 
101
ˆˆ IKK +=  （9） 
が得られ、また、 1ˆI および外生的に与えられる国民総所得、固定資本減耗から純所得 1ˆY が得られる。
1ˆY と 1Kˆ を用いて 2Iˆ を求め、以下、観測値の範囲内で同様の計算を繰り返す。その後、繰り返しの
間に測った残差について 2 乗和 
( )∑
=
−=
28
1
2ˆ
t
tt IIL  （10） 
をとる 15）。標本回帰係数と残差 2 乗和の関係が単純ではないため、Monte-Carlo 法などによって、
パラメータの様々な予測値の組み合わせ 16）に対して残差平方和を求め、最終的に残差平方和が最小
になるパラメータを特定することを試みる。 
数多くの数値実験を経て、われわれは図 4 に到達する。これは、比較的推定値が安定する傾向に
ある切片と資本ストックの係数を固定して、のこり 2 つの係数を様々に変化させた場合の残差平方
和に対する効果を視覚化したものである 17）。図中の白に近い色で塗られた部分は残差平方和が大き
い、つまり、データにあまりフィットしない係数値の組み合わせを示しており、黒に近い色ほど残
差平方和は小さくなる。計算結果は、図 4（左）の左上の最も濃い色の領域、図 4（右）では中央付
近がデータに適合するパラメータの組み合わせであることを示唆している。 
図 4（左）によれば、残差平方和が最も小さい「谷底」が 1 箇所だけ存在するようである 18）。そ
こで、ここから先の推定には、次のようなシステマティックな方法をとることができる。はじめに、
回帰係数に関する初期推定量列ベクトルを 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )tk00301000 ˆ,ˆ,ˆ,ˆ ββββ=X  （11） 
とおく。列ベクトルおよびスカラーの右肩の括弧内のナンバーはイタレーション・カウンタを意味
し、初期値ではゼロを示す。この係数に対応する残差平方和 L について偏微分したものを 
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t
k
LLLLF 



∂
∂
∂
∂
∂
∂
∂
∂=
00
3
0
1
0
0
0
ˆ,ˆ,ˆ,ˆ ββββX  （12） 
とする。さらに、 ( )0X で評価した ( )( )0XF のヤコビ行列を 4 次の正方行列Φで表す。Gauss-Jordan
法により、代数方程式 
( ) ( )( )00 XX F−=Φ∆  （13） 
を ( )0X∆ について解き、これに基づいて次のように推定量を修正する。 
( ) ( ) ( )001 XXX ∆+= 。 （14） 
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以降、（12）からイタレーション・カウンタを 1 つ増やして同じことを繰り返し、（12）がゼロベク
トルとみなせる基準値に達したところでイタレーションを終了する。これは、いわゆる Newton 法
であり、この手順によって残差平方和最小化の 1 階の条件を近似的に成立させることができる。た
だし、この方法によって求めた推定量が一致性や不偏性を持つかどうかについては、定かではない。
また、多くの計算を積み重ねて回帰係数のわずかな違いによる残差の小さな改善を行うことは、十
分精度の高い時系列データがあってこそ意味のある作業である。この論文では、データが不十分で
あることなどから、Newton 法によって推定量を求める部分については割愛し、図 4 等で裏付けられ
る程度の推定を分析結果として報告するに留める。かくて、われわれは次のような純投資関数を得
る。 
1
3
11 1026.01338.33956.12350.0ˆ −−− −−+−= tttt KYYI 。 （15） 
最初の推定結果と（15）を比較すると、所得の 1 次の係数のほかは全て数値が大きくなっており、
絶対値でみれば、すべての係数がゼロに少し近づいている。係数の符号に関しては違いはみられな
い。いずれの推定結果も定性的には経済学的に尤もらしい結果であるといえる。Kaldor（1940）に
よれば資本の増加は事前投資関数を下方へ事前貯蓄関数を上方へシフトさせるが、Chang and Smyth
（1971）が指摘しているように、所得が一定ならば資本ストックの増加は貯蓄に対して負の影響を
与えると多くの経済学者は考える。投資についても、資本ストックの増大はマイナスの効果を及ぼ
す。よって、純投資関数（7）ないし（15）が投資計画を表していようが、貯蓄計画を表していよう
が、資本ストックの係数が負であるというのは、こうした考えに矛盾しない結果である。 
関数（15）の性質をより詳しくみてみると、投資計画が非線形、貯蓄計画が線形であると仮定し
た場合、森田（1993）によって不確実性下での経済主体の行動から導出された投資関数と（15）が
異なるものであることが分かる。森田（1993）の投資関数は所得の増加に対して常に投資が増加す
るが、（15）では、定義域を観測範囲に限定したとしても、そうはならない。この相違は、もしかし
たら、（15）では政府による景気安定化政策の効果が入っていることに由来しているのかもしれない。 
最後に、純投資関数（7）および（15）による予測値と観測値のギャップを確認する。予測値と観
測値の相関係数については、通常の最小 2 乗法の場合は、決定係数（自由度修正前）の正の平方根
として 0.9455 という値が、他方、動学的非線形回帰では 0.9438 と、OLS とほぼ同じ水準の値が得
られた。散布図（図 5）でデータに対する当てはまりの良さを視覚的に比較しても、大きな違いは
みられない。いずれにしても、1980 年代以降の日本経済において純投資関数が（15）のような非線
形性を持つという 1 つの証拠になろう。ただ、こうした非線形性がわれわれの考えているような反
循環的な公共政策によるものかどうかについては、より詳細な分析が必要である。 
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図 4：パラメータの組み合わせと残差平方和 
 
 
図 5：純投資の観測値と予測値 
４．結語 
われわれは、Kaldor が図解し Chang and Smyth によって明確に示された持続可能な内生的循環の
条件を日本経済が満たしているかどうか、すなわち、日本経済における事前の投資関数または事前
の貯蓄関数が非線形であるかどうかを議論した。事後の純投資が事前の貯蓄と投資の一方または両
者の加重平均で表されると仮定するならば、事後関数の非線形性は事前投資と事前貯蓄の少なくと
も片方が非線形関数であることを示唆する。そこでわれわれは、いくつかの関数形についてデータ
に関する説明力を調べた後、最も説明力の高い関数形に対して、通常の最小 2 乗法で求めた推定値
を初期予測として動学的な非線形回帰分析を実行し、純投資関数を特定化した。 
その結果、純投資は、資本ストックに関してはラグ付きの線形、所得に関してはラグ付きの 3 次
の非線形関数となり、資本の増加が純投資に負の影響を及ぼすこと、また、所得の影響については、
1 次の係数が正であるが 3 次の係数が負であるため、これがそのまま投資需要を表すとするなら、
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オリジナルの Kaldor の投資関数とも、森田（1993）によってミクロ的基礎付けされた新たな S 字型
投資関数とも異なることなどが確認された。Kaldor（1940）や森田（1993）との相違については、
本研究では積極的な反循環的公共投資を含んだデータを扱っていることが原因であると予想される。
この点については、動学的性質に大きく影響する重要な部分であるので、いずれ詳しく分析する予
定である。 
本研究におけるわれわれの推定の大きな問題点は、推定量が不偏推定量であるか、一致推定量で
あるか不明であることにある。実際のところ、厳密には不偏性も一致性も持ち合わせていない可能
性もある。これについては、いくつかの追加条件を考慮することによって、将来的には議論可能で
あると予想される。これは非線形動学の問題であるため、論理的考察には困難が伴うと想定される
が、コンピュータの発達した現代においては、大規模な数値実験によって、推定量の性質をかなり
の程度まで把握することが可能である。これは今後の課題として残しておく。また、時系列データ
に対する当てはまりの良さを評価するに際して、われわれは残差の 2 乗を単純に足し合わせていた
が、もし、システムがカオス的であるならば、その初期値鋭敏性によって、わずかなずれが時間を
通じて指数的に拡大するはずであるから、その場合は、評価方法に何か調整係数を加える必要があ
る。 
本研究で、われわれは、天下り的に非線形投資関数や貯蓄関数を仮定して動学的特性を議論する
ことを問題視し、Klein（1962）を先行研究として、最新のデータから非線形関数を推定することを
試みた。データセットの作成やパラメータ推定の方法には多くの改善余地が残されているが、一定
の成果は得られたと考えられる。今後、ただちに取り組むことが可能な興味深い課題は、特定化し
た関数を導入した Kaldor モデルがどのような動学的性質を持つかを数値解析によって明らかにす
ることであろう。また、別の課題としては、都道府県レベルのデータについても同様な結果が得ら
れるかどうか県民経済計算を用いて推定すること、分析に使用する集計量の加工法などの改良につ
いて考察することなども挙げられる。 
注 
 1）非線形マクロ経済モデルの特徴は、一切の外力なしに持続可能な景気循環を再現できることである。 
 2）カオスの定義は一意には定まっていないが、例えば、有界なアトラクタ上での最大 Lyapunov 指数が正であると
き、そのアトラクタはカオスアトラクタであるという。Lyapunov 指数が正であるということは、わずかな初期値
の違いが時間を通じて拡大していくということであり、それは、将来に対する予測が困難であることを意味する。 
 3）この点については、既に森田（1993）において指摘されている。 
 4）最近の研究では、例えば Asada et al.（2008）のように投資関数を非線形とする場合でも、Januário et al.（2009）
のように貯蓄関数を非線形とする場合でも、投資計画が実現すると仮定することが多くみられるが、Klein and 
Preston（1969）のように非線形の事前貯蓄関数と線形の事前投資計画関数に対して投資計画の方が実現すると仮
定するケースもあれば、Rose（1967）のように貯蓄計画が実現すると仮定するケースもある。 
 5）Kaldor（1940）では、図を使った分析を容易にするため、所与の資本ストックの下での経済活動水準と投資計画、
貯蓄計画の関係をそれぞれ、短期の投資関数、貯蓄関数として考え、それぞれの関数の特徴を議論した後に資本
ストックの変動によるシフト効果を考慮しているが、ここでは Chang and Smyth（1971）に従って、関数の引数に
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資本ストックを含める。なお、小野（1999）によれば、投資を事前的な投資決意と事後的な投資に区別したのは
Kalecki のアイデアである。 
 6）1947 年の物価水準で測った実質値 
 7）1958 年の物価水準で基準化 
 8）「国民経済計算年報平成 23 年版」第 2 部ストック編 Ⅳ参考表 1. 純固定資産の構成 
 9）「国民経済計算年報平成 23 年版」第 1 部フロー編〔2〕暦年計数 Ⅳ主要系列表 1. 国内総生産（支出側） 
10）年度および暦年の固定資本減耗の推計値（名目）は、国民経済計算においては、民間部門および公的企業につ
いては企業会計データから得られた簿価ベース、一般政府については再調達価格ベースで推計されている。われ
われの推計値はそれとは当然異なるが、その差は小さい。 
11）「国民経済計算年報平成 23 年版」第 1 部フロー編〔2〕暦年計数 Ⅳ主要系列表 1. 国内総生産（支出側） 
12）ただし縦軸のスケールなどによって図の印象は大きく変わる。 
13）この重回帰方程式から求めた予測値と観測値を比較した図は本節の最後に掲示されている。 
14）Savin and White（1977）を参照。 
15）説明変数に 1 期の遅れが入っているため、標本サイズは 1 つ減って 28 となっている。 
16）われわれの推定では、初期予測として用いた OLS 推定量を中心とする幅広い組み合わせをパラメータの予測値
として適用している。われわれは Fortran プログラミングによって非線形回帰を実行しているが、一般には、デー
タ解析者の勘と経験を頼りに、フリーの統計解析ソフトウェアである R などを用いて非線形回帰分析を行うケー
スが多いだろう。 
17）図 4（左）では 103.0ˆ,235.0ˆ0 −=−= kββ 、図 4（右）では 1026.0ˆ,2350.0ˆ0 −=−= kββ と設定してい
る。 
18）ただし、図 4（右）では「谷」がクレバスの様相を呈している。これは、純所得の 1 次の項と 3 次の項の間にあ
る強い正の相関に由来するのかもしれない。 
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Estimation of a nonlinear net investment function 
 
Ken-ichi Ishiyama 
 
Abstract 
In this article, it is discussed whether the condition for persistent endogenous business cycles which is clarified by Chang and 
Smyth would hold or not in Japan. In other words, nonlinearity of an ex ante  investment function or an ex ante saving function 
is examined. The author indicates a specific net investment function by analyzing time series data in Japan. In addition, he 
considers an estimation method for the values of parameters of the net investment function. 
Key words: macroeconomic dynamics, nonlinear regression, Kaldor model 
